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摘  要：场地土层的自振频率是场地土的重要动力特性之一。为避免结构物与场地地基的共振效应，工程设施的固有频率应

尽量避开地基的固有频率。在传统的基于集中质量矩阵的剪切质点系法（集中质量法）的基础上，发展了基于一致质量矩阵

的剪切质点系法。在此基础上，对利用剪切质点系法求解水平层状场地自振频率的精度的影响因素进行了分析，主要考虑了

土层分层特性、质量矩阵形式以及材料阻尼 3 个影响因素，分析表明：分层数越多，计算结果越接近真实解，从实际工程角

度出发，分层数超过三层时可不再细分；在层数相等的情况下，层厚对计算结果精度的影响甚微；一致质量法的计算结果要

优于集中质量法，且表现出上限解性质；在通常小阻尼情况下，阻尼对自振频率的影响很小。 
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Abstract: Natural frequency is one of the most important dynamic characteristics of field soil layers. In order to avoid the resonance 
between structure and ground, the natural frequency of engineering establishments should be different from that of ground. On the 
basis of traditional shear particle system method based on lumped mass matrix (lumped mass method), a new shear particle system 
method based on consistent mass matrix (consistent mass method) is developed. Then, influencing factors on computing precision of 
shear particle system method are analyzed. The three aspects of soil delamination, mass matrix form and material damping are mainly 
considered. The analysis indicates: the more layer numbers we divide, the more precise the results will be and from the standpoint of 
practice engineering, when layer number is more than three, a subdivision is needless; layer thickness has very small effect on 
computing results; the result of consistent mass method is superior to that of lumped mass method and has the property of upper 
bound solution; in small damping circumstance, the material damping has small influence on natural frequency. 
Key words: horizontal layered soil; natural frequency; shear particle system method 
 

1  引  言 

在具有不同地质条件的建筑场地上，建筑物在

地震中的破坏程度是明显不同的。不同场地、不同

覆盖层厚度甚至不同的土层组成都会使震害表现明

显不同。为了弄清楚上述问题，需要研究场地土的

动力特性，场地土层的自振（固有）频率是场地土

的重要动力特性之一[1]。大量震害观测资料表明，

许多震害是由结构物与场地地基的共振或类共振效

应引起，因此，为了准确地估计和防止这类震害的

发生，工程设施的固有频率应尽量避开地基的固有

频率[2]。 
鉴于问题的重要性，不少学者从理论上研究了

地基自振频率的特性及其计算方法[3－4]，但由于公

式较复杂，实际工程中多数仍采用基于土层剪切波

速的简化计算方法，如子层周期求和法、加权平均

波速法等[5]，这些方法虽然简单，但缺陷也是显而

易见的，因此，只能用来粗略估算场地自振频率。
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Idriss 和 Seed（1968 年）[6]首先采用基于集中质量

矩阵的剪切质点系法（集中质量法）研究水平层状

场地的地震响应，并用振型分析法求解系统的运动

方程；刘曾武等（1981 年）[7]首次用集中质量法研

究了场地土层的周期特性，通过对 15 种常见场地地

质剖面的分析，总结了土层固有周期的特点。集中

质量法其实与采用线性单元和集中质量矩阵的有限

单元法形式是一致的[8]。 
本文在传统的基于集中质量矩阵的剪切质点系

法（集中质量法）的基础上发展了基于一致质量矩

阵的剪切质点系法（一致质量法）。在此基础上，对

剪切质点系法求解精度的影响因素进行了分析，主

要考虑了土层分成特性、质量矩阵形式以及材料阻

尼 3 个方面对剪切质点系法求解结果的影响，并总

结了它们的影响规律，这为剪切质点系法的实际工

程应用提供了理论基础。 

2  问题说明 

如图 1 所示半空间上的层状场地，场地土层自

上而下分为 1～n 层，y 轴与土层界面交点（质点）

编号自上而下为 1～n，第 i 层土材料密度、剪切模

量、层厚分别设为 i 、 iG 、 id ，第 i 层土质量设为

im （单位宽度土柱），集中后的质点质量设为 iM ，

第 i 层土质点间剪切刚度设为 iK 。将半空间视为刚

性，考虑层状土层的水平向剪切振动，形成刚性半

空间上的多自由度剪切质点离散体系。 
 

 
图 1  半空间上层状场地模型 

Fig.1  Model of horizontal layered soil on half space 
 

3  振动方程的建立 

3.1  质量矩阵 
传统的剪切质点系法是建立在集中质量矩阵的

基础之上的，这样做的优点是简单、直观，而一致

质量矩阵能够反映质量的实际分布情况，因而计算

出的频率和振型比较精确，且为真实频率的上限，

这对实际工程设计是有意义的。下面将首先介绍传

统的质量集中方法及质量矩阵的形成，然后基于图

1 所示的模型以及研究的问题，对单元一致质量矩

阵形式进行了推导。 
3.1.1 集中质量矩阵 

质量集中的方法一般是把第 i 层质量的一半及

其上面 1i 层的质量的一半集中到两层界面上的质

点 i 上，这样，集中质点质量可表示为 

 -1

1 1

1 ( 1)
2
1
2

i i iM m m i

M m

   




         （1） 

式中： im 为第 i 层土的质量，可表示为 

i i im d                 （2） 

由此，确定的集中质量矩阵 [ ]M 为对角线矩

阵，具体可表示为 

1

2

0 0
0

0
0 0 n

M
M

M

 
 
 
 
 
 



 

  



M          （3） 

3.1.2 一致质量矩阵 
单元一致质量矩阵为 

e T

e
d

V
V M N N          （4） 

式中：N 为形函数矩阵。  
对于某一单独土层有长度为 d （如图 2 所示）

的二节点单元，仅考虑水平方向位移u ，则节点位

移向量  可表示为 

i iu                  （5） 

 
图 2  二节点线性单元 

Fig.2  Linear element of two nodes 
 
每个单元有 2 个节点，即 2 个节点位移（自由

度） 
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取位移函数：  

1 2( )u y a a y               （7） 

式中： 1a 、 2a 为待定系数，且有   
0 , (0)
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将式（8）代入式（7），得 
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则有： 

( ) 1 i j
y yu y u u
d d

    
 

         （10） 

写成矩阵形式，有： 

( ) 1 , i

j

uy yu y
ud d
          

          （11） 

令 1 ,i j
y yN N
d d

   ，则式（10）写为 

( ) i i j ju y N u N u           （12） 

 e
( )u y N            （13） 

式中： [  ]i jN NN ，将N 代入式（4），有： 
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式中：m d ，为单层土质量，同式（2）。由单元

质量矩阵 eM 通过组集便可得到整个体系的一致质

量矩阵。由于单元的一致质量矩阵为 2×2 方阵，

所以整体质量矩阵将为三对角线形式的矩阵。 
3.2  刚度矩阵  

对于某层土体，有剪应力-剪应变关系： 

iG                 （15） 

i
i

xV GA d


               （16） 

式中：V 为剪力； A 为剪切面积； x 为水平向位

移。取 1x  ，A =1，则有： 

i
i

i

GK d                （17） 

刚度矩阵 K对于上述模型为三对角阵，即 
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                                       （18） 
3.3  阻尼矩阵 

材料的阻尼在一般情况下是依赖于振动频率

的。因此，在实际分析中，要精确地决定阻尼矩阵

是相当困难的。同时，在体系的运动方程中，阻尼

力与惯性力和抗力相比要小得多，因此，通常将实

际结构的阻尼矩阵简化为质量矩阵M 和刚度矩阵

K 的线性组合，这种阻尼称为瑞利（Rayleigh）阻

尼，表达式为 

  C M K             （19） 

式中： 、  为不依赖于频率的常数。 

 
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2 j i i j
i j

i j i j

   
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 
  

2 i i j j

i j i j

   
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
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          （21） 

只要实测两种振型下的圆频率 和阻尼比 
值，便可根据式（20）、（21）计算出 和 。这种

方法的缺点是一般只能测得低频阻尼比，按此确定

的系数用于动态分析，结果会使得体系的高频反应

被“阻尼掉”很多。另一种方法是先进行体系的模态

分析，根据模态分析结果，采用两种“贡献”较大的，

与模态相应的自振圆频率和阻尼比来计算 和  。 
3.4  自由振动方程及自振频率求解 

系统的自由振动方程的表达式为 

{ } { } { } 0x x x   M C K          （22） 

式中，{ }x 、{ }x 和{ }x 分别为加速度、速度和位移

向量。对于谐振情况，上式可化为如下形式： 

 2i { } 0x   K C M          （23） 

式中：为圆频率， i 为虚数单位。对此方程，要

使{ }x 有非 0 解，则有： 
2det( i ) 0   K C M          （24） 
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求解上式即可得到自振圆频率 i 及其相应振

型{ }ix 。 
若不考虑阻尼的影响，则体系的自由振动方程

为 

{ } { } 0x x M K            （25） 

同样，对谐振情况，有： 
1 2([ ] ){ } 0M x  K E         （26） 

式中：E为单位矩阵。此时，直接对矩阵 1M K 求

特征值和特征向量即可得到体系的自振圆频率和相

应振型。 

4  土体分层特性对求解结果的影响 

形成离散多自由度体系时，离散单元的多少或

大小对求解结果的精度往往有直接而显著的影响。

对于本文所研究的模型，这个问题可归结于半空间

上层状场地的分层特性。具体来说，包括上覆土层

的层数以及层厚 2 个影响因素。可以肯定的是，对

于给定的土层厚度划分的层数越多，得到的结果将

更接近于真实解。那么，什么样的层数对于求解精

度和计算效率 2 个方面来讲都是合适的呢？另外，

在分层数相同的前提下，层厚对计算结果的精度是

否有影响呢？下面将讨论这 2 个问题。 
考察一半空间上的单层覆盖场地，用不同分层

数的 3 个模型来研究层数对求解结果的影响，表 1
为各模型参数的具体情况，表 2 为各模型基频的计

算结果，图 3 为基频与层数的关系曲线。 
从表 1 可以看出，在上覆土层总厚度不变的情

况下，从模型 1 到模型 3，土层分别被分为 1 层、2
层和 3 层。从表 2 及图 3 可以看出，不论是基于集

中质量矩阵的剪切质点系法，还是基于一致质量矩

阵的剪切质点系法，其计算结果均随着层数的增加

而逐渐逼近精确解，误差在 1 层时约为 10 %，2 层

时约为 3 %，3 层时精度已很高，误差仅为 1 %左右。

从表 3 可以发现，基于集中质量矩阵的剪切质点系

法的计算结果均位于精确解的下方，随着层数的增

加，基频逐渐增大并向精确解逼近，表现出“下限解”
的性质。而基于一致质量矩阵的剪切质点系法则刚

好相反，其基频均高于精确解，且随着层数的增加

逐渐减小并向精确解逼近，表现出“上限解”的性质。 
从上面的计算结果及分析可以看出，上覆土层

的总划分层数超过 3 层后，求得的基本自振频率的

精度已很高，误差仅为 1 %左右。从工程角度出发，

此时再细分土层已无多大实际意义。 

表 1  不同分层数模型参数 
Table 1  Parameters of models with different layer numbers 

模型编号 密度 剪切模量 层数 层厚 

1 1 1 1 1 
2 1 1 2 1/2 
3 1 1 3 1/3 

 

表 2  不同分层数模型基频计算结果 
Table 2  Basic frequency results of different models with 

different layer numbers 
集中质量矩阵 一致质量矩阵 模型 

编号 
基频精确解 

基频 与精确解比值 基频 与精确解比值 

1 1.41 0.90 1.73 1.10 

2 1.53 0.97 1.61 1.03 

3 

1.57 

1.55 0.99 1.59 1.01 

 
 

1.40

1.50

1.60

1.70

1.80

基
频

 

模型 1 模型 2 模型 3

集中质量矩阵 
一致质量矩阵 
精确解 

 
图 3  不同分层数模型基频与层数关系曲线 

Fig.3  Relation between basic frequency and layer number 
of models with different layer numbers 

 
为分析层厚对计算结果的影响，如表 3 所示，

将上面 3 个模型的层厚均增大为原来的 3 倍，其余

参数不变进行重新计算。表 4 为不同模型的基频计

算结果，图 4 为基频与层数的关系曲线。 
 

表 3  不同层厚模型参数 
Table 3  Parameters of models with different  

layer thicknesses 
模型编号 密度 剪切模量 层数 层厚 

1 1 1 1 3 

2 1 1 2 3/2 

3 1 1 3 1 

 

表 4  不同层厚模型基频计算结果 
Table 4  Basic frequency results of different models  

with different layer thicknesses 
集中质量矩阵 一致质量矩阵 

模型 
编号 

基频 
精确解 基频 与精确解

比值 
基频 与精确解

比值 

1 0.47 0.90 0.58 1.10 

2 0.51 0.97 0.54 1.03 

3 

0.52 

0.52 0.99 0.53 1.01 
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图 4  不同层厚模型基频与层数关系曲线 

Fig.4  Relation between basic frequency and layer number 
of models with different layer thicknesses 

 
对比表 2 和表 4 以及图 3 和图 4 可以看出，虽

然层厚增大为原来的 3 倍，但只要分层数相同，计

算得到的基频精度完全一样。 
实际工程中遇到的地层根据土体物理力学性质

不同进行的自然分层数一般都在 3 层以上，此时每

层土无需再进行细分即可获得满意的计算精度。 

5  质量矩阵形式对求解结果的影响 

从上面的计算和分析中已经可以看出，基于不

同质量矩阵形式的剪切质点系法计算结果的不同。

下面将采用更具有一般性的一双层覆盖场地来进一

步分析质量矩阵对计算结果的影响。表 5 为一上软

下硬的双层覆盖场地，上层土体的密度、剪切模量

和厚度分别为 1、1 和 2，下层土体的密度、剪切模

量和厚度分别为 1.1、1.5 和 2，4 个模型采用了不同

的分层策略，模型 1 的上下层土体均不再细分，整

个上覆土体分为 2 层，每层厚度为 2；模型 2 将上

层土体均分为 2 层，每层厚度为 1，下层土体不再

细分，整个上覆土体分为 3 层；模型 3 将下层土体

均分为 2 层，每层厚度为 1，上层土体不再细分整

个上覆土体分为 3 层；模型 4 将上、下土层均分为

两层，每层厚度为 1，整个上覆土体分为 4 层。表 6
将表 5 的软硬土层交换位置，形成一上硬下软双层

覆盖场地，土体参数及各模型分层策略与表 5 相同。

图 5 为表 5 所示 4 个模型的计算结果，图 6 为表 6
所示 4 个模型的计算结果。 

 
表 5  上软、下硬模型参数 

Table 5  Parameters of upper-soft lower-hard models 
模型编号 土层 密度 剪切模量 层数 层厚 

上层 1.0 1.0 1 2 
1 

下层 1.1 1.5 1 2 
上层 1.0 1.0 2 1 

2 
下层 1.1 1.5 1 2 
上层 1.0 1.0 1 2 

3 
下层 1.1 1.5 2 1 
上层 1 1 2 1 

4 
下层 1.1 1.5 2 1 

表 6  上硬、下软模型参数 
Table 6  Parameters of upper-hard lower-soft models 
模型编号 土层 密度 剪切模量 层数 层厚 

上层 1.1 1.5 1 2 
1 

下层 1 1 1 2 
上层 1.1 1.5 1 2 

2 
下层 1 1 2 1 
上层 1.1 1.5 2 1 

3 
下层 1 1 1 2 
上层 1.1 1.5 2 1 

4 
下层 1 1 2 1 
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图 5  上软、下硬模型基频计算结果 

Fig.5  Natural frequency results of upper-soft lower-hard 
models 
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图 6  上硬、下软模型基频计算结果 

Fig.6  Natural frequency results of upper-hard lower-soft 
models 

 
从表可以看出，无论是上软下硬还是上硬下软

土层，模型 1 为均匀分层，总层数为 2 层；模型 2
和模型 3 为非均匀分层，总层数为 3 层；模型 4 为

均匀分层，总层数为 4 层。 
从图 5 和图 6 可以看出，对于基于一致质量矩

阵的剪切质点系法（一致质量法），虽然分层数同为

3 层的模型 2 和模型 3 由于层厚分布不同而使计算

结果有差异，但两者求得的基频均小于分层数为两

层的模型 1，且均大于分层数为 4 层的模型 4，即 3
层的计算结果介于 1～4 层之间，符合离散方法的

“收敛性”原则，即分层越细、分层数越多计算结果

越逼近真实解，而对于基于集中质量矩阵的剪切质

点系法（集中质量法），从图可以看到，无论是上硬

下软土层还是上软下硬土层，由于非均匀分层，计
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算结果出现了“振荡”现象。分层数为 3 层的模型模

型 2 计算结果反而要小于分层数为 2 层的模型 1，
同时，模型 3 的计算结果反而要大于分层数为 4 层

的模型模型 4。一般来说，实际地层的层厚是不一

样的，也就是属于非均匀分层情况，那么，如果采

用集中质量法，将无法把握计算结果的精度和“收敛

性”，而一致质量法则很好地解决了这个问题，且计

算结果具有“上限解”性质，随着分层数的增加，计

算结果以递减的形式逐渐逼近真实解。 

6  阻尼对计算结果的影响 

在结构的动力响应问题中，弹性体系的材料阻

尼一般是很小的，阻尼比通常在 10 %以下，且多在

5 %左右，土体阻尼比稍大一些，但一般也不会超

过 20 % [9]，因此，一般情况下阻尼对体系自振频率

的影响很小。但在强震等情况下，当结构产生较大

应变时，体系的阻尼可能成倍的增加，这时阻尼的

影响也将增大。对如表 7 所示的土层模型，采用前

述的瑞利阻尼模型，分别设阻尼比为 0.1、0.2 和 0.4
进行计算，并与无阻尼的计算结果进行比较来分析

阻尼对体系自振频率的影响。表 8 为计算结果，图

7 和图 8 分别为集中质量法和一致质量法得到的基

频随阻尼比变化曲线。 
 

表 7  不同阻尼比模型参数 
Table 7 Parameters of models with different damping ratios 

层号 密度 剪切模量 层厚 
1 1 1 0.5 
2 1 1 0.5 

 

表 8 不同阻尼比模型基频计算结果 
Table 8  Basic natural frequency results of different models 

with different damping ratios 
集中质量法 一致质量法 模型 

阻尼 有阻尼 无阻尼 比值 /% 有阻尼 无阻尼 比值 /% 
0.1 1.523 99.49 1.603 99.48 
0.2 1.498 97.86 1.579 97.99 
0.4 1.405 

1.531 
91.79 1.479 

1.611 
91.78 
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图 7  基频随阻尼比变化曲线（集中质量法） 

Fig.7  Relation between basic natural frequency with 
damping ratio (lumped mass method) 
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阻尼比  
图 8  基频随阻尼比变化曲线（一致质量法） 

Fig.8  Relation between basic natural frequency with 
damping ratio (consistent mass method) 

 
从表及图可以看出，阻尼比较小时，阻尼对自

振频率的影响甚微，随着阻尼比的增大，系统自振

频率逐渐减小，阻尼的影响也越来越显著。当阻尼

比为0.1时，阻尼对自振频率的影响仅为0.5 %左右；

阻尼比为 0.2 时，阻尼的影响增大到 2 %左右；阻

尼比达到 0.4 时，阻尼对自振频率的影响已接近   
10 %。但在一般情况下，如果忽略阻尼的影响，将

土体看成弹性体进行计算，所得结果应该说完全能

满足实际工程对精度的要求。 

7  结  论 
对传统的基于集中质量矩阵的剪切质点系法

（集中质量法）振动方程的建立及自振频率的求解

进行了说明，并在此基础上建立了基于一致质量矩

阵的剪切质点系法（一致质量法）；对剪切质点系法

求解精度的影响因素进行了分析，并比较了 2 种质

点系法的不同。计算和分析表明： 
（1）上覆土层层数对计算结果有较大影响，层

数越多，计算结果越接近真实解。总层数为 3 层时

已有较高精度。从工程角度出发，此时再细分土层

没有太大实际意义。 
（2）在分层层数相同情况下，土层厚度对求解

精度影响甚微。 
（3）在单层覆盖、均匀分层情况下，集中质量

法和一致质量法分别表现出“下限解”和“上限解”

性质。 
（4）在非单层覆盖、非均匀分层情况下，集中

质量法出现求解结果的“振荡”现象，而一致质量

法没有此问题，分层数越多，精度越高，表现出良

好的“收敛性”。 
（5）在小阻尼情况下，材料阻尼对自振频率的

影响很小；在大阻尼情况下，阻尼的影响不容忽视。

从算例来看，阻尼比为 0.4 时，阻尼对场地自振频

率的影响可达 10 %左右。 
下转第 2500 
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